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Über die Faktorisation yon Gruppen. 
Von J. SZÉP in Szeged (Ungarn) und N. 1TÖ in Nagoya (Japan). 
Sind Hu H2,... echte Untergruppen einer Gruppe G und gilt G — H^Hs..., 
so nennt man die rechte Seite dieser Gleichung eine Faktorisation von G • 
mit den Faktoren Hu H,,.... Die Faktorisation nennen wir symmetrisch, wenn 
Hv / / , . . . = //j/Zo... für jede Permutation 1', 2 ' , . . . von 1 , 2 , . . . gilt. Im Falle 
zweier Faktoren (und auch im Falle mehrerer Faktoren, wenn die Faktoren 
paarweise vertauschbar sind [1]) hat sich mit solchen Faktorisationen in den 
letzten zwei Jahrzehnten eine ganze Reihe von Arbeiten beschäftigt. 
N. ITÓ [2] hat bewiesen, daß nicht jede endliche einfache Gruppe, eine 
Faktorisation mit zwei Untergruppen hat. Es ist also um so mehr wünschens-
wert die obigen Faktorisationen mit mehreren Untergruppen allgemein zu 
untersuchen. 
Zunächst beweisen wir den folgenden 
Satz 1. Es sei G eine Gruppe und H eine echte Untergruppe von G. 
Es seien {Hy) die sämtlichen Konjugierten von H in G, wo y irgendeine 
wohlgeordnete Indizesmenge I durchläuft. Dann ist das Produkt I J H7—HXH,... 
eine Untergruppe von G. 
B e m e r k u n g . Aus diesem Satz folgt auf triviale Weise, daß die Unter-
gruppe ]JHX der kleinste die Gruppe H enthaltende Normalteiler von G ist, 
x 
also ist die Faktorisation I I Hy symmetrisch. i 
B e w e i s . Es sei x = hahß.. ,h0 (a, ß,..., o { I ) ein Element von G 
derart, daß hv zu Hv' gehört (v = cc, ß,...., Q). Zunächst definieren wir die 
zwei elementaren Umformungen: 
1) Sind ha,ht zwei benachbarte Faktoren in huli?...hQ derart, daß beide 
zu H¡L gehören, so ersetzen wir hirhz durch das ihm gleiche Element h,[ von H,L. 
2) Es sei Hfl eine Gruppe (,«£/) mit kleinstem Index, für welche 
K £ H^ (K ein Faktor in hahß... hQ) gilt. Gilt ,« < o, so ersetzen wir h„ durch 
das ihm gleiche Element h'¿ von HIX. 
Wir nennen ein Produkt hahß... hQ ein reduziertes Produkt, wenn man 
in diesem keine elementare Umformung ausführen kann. Es ist klar, daß man 
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jedes Produkt hahß...hQ in endlich vielen Schritten in ein reduziertes Produkt 
umformen kann. 
Es sei x — h„hß... h„ ein reduziertes Produkt. Es bezeichne r die 
Anzahl der Faktoren in diesem Produkt und es sei l(x) = min r. Wir nennen 
das betrachtete reduzierte Produkt ein minimales reduziertes Produkt, wenn 
die Anzahl der Faktoren in h„hß... h} gleich l(x) ist. Es is evident, daß 
jedes Produkt hah$.. ,hQ mindestens einem minimalen reduzierten Produkt 
gleich ist. Endlich nennen wir ein Produkt h„hß... hQ ein geordnetes Produkt, 
wenn a < ß<• • •< o gilt. 
Es ist klar, daß das minimale reduzierte Produkt //„... hyh6... h0 durch 
die Umformungen hyhi=h&(hil hyh6) = h^hy und hyhi=^(hyh&hyl) hy=h&>hy 
* wieder in ein minimales reduziertes Produkt übergeht. Bequemlichkeitshalber 
nennen wir diese Umformungen die Transformationen von minimalen redu-
zierten Produkten. 
Es sei x = liahß... h„ ein minimales reduziertes Produkt. Wir werden 
beweisen, daß man durch die gesagten Transformationen ein minimales redu-
ziertes Produkt in ein (minimales reduziertes) geordnetes Produkt umformen 
kann. Es ist klar, daß wir hierdurch auch schon den Satz bewiesen haben 
werden. 
Den Beweis werden wir durch Induktion nach l(x) durchführen. Ist 
/(jc) = 1, so ist die Behauptung trivial. Es sei / ( x ) > l . Es sei M(x) die 
Menge aller minimalen reduzierten Produkte, die aus hahß...hQ durch Trans-
formationen entstehen. Wir betrachten in M(x) ein Produkt V . . . hQ-t 
welches den kleinsten in M(x) überhaupt vorkommenden Index enthält. Wir 
können annehmen, daß a dieser kleinste Index ist, und setzen x = ha y 
{y = hß-... hQ). Dann ist l(y)<l(x), also hat y nach der Induktionsannahme 
eine (minimale, reduzierte) geordnete Produktdarstellung y = h?-... /zp", welche 
durch Transformationen aus h ß - . . . /*„• entsteht. Es ist klar, daß alle Indizes 
in hß-, ../}„•• größer als a ist. Folglich ist x — ha-hß-...h}- ein geordnetes 
Produkt. Somit ist der Satz bewiesen. 
Man bezeichne das Produkt . / 7 ^ mit H. 
7. 
Satz 2. Ist G eine nichtnilpotente endliche Gruppe, so hat G eine nil-
potente Untergruppe H mit der Eigenschaft H=G. 
B e w e i s . Der Beweis geschieht mit Induktion nach der Ordnung der 
Gruppe. Ist jede maximale Untergruppe von G ein Normalteiler von G, dann 
is G nilpotent (dies folgt einfach aus einem bekannten Satz von H. WIELANDT 
[3]), was unserer Annahme über G widerspricht. Daher hat G eine nicht normale 
maximale Untergruppe M. Ist M nilpotent, so können wir H = M nehmen. 
Andernfalls enthält M nach Induktionsannahme eine nilpotente Untergruppe H 
mit der Eigenschaft M = HH'..., wo //' , . . . die Konjugierten von H in M 
sind. Es ist klar, daß H=G ist. 
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Wir bemerken, daß man im Satz 2 „nilpotent" durch „Abelsch" nicht 
ersetzen kann. Ein Gegenbeispiel liefert das direkte Produkt der Dieder-
gruppe von der Ordnung 8 mit. der symmetrischen Gruppe von der Ordnung 6.. 
Man kann leicht einsehen, daß eine Gruppe G dann und nur dann eine 
zyklische Untergruppe Z mit Z= G hat, wenn man die Gruppe G mit ihren, 
eigentlichen Normalteilern nicht überdecken kann. 
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